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Memòria justificativa de recerca de les convocatòries BCC, BE, BP, CTP-AIRE, DEBEQ, FI, INEFC, NANOS i PIV
La memòria justificativa consta de les dues parts que venen a continuació:

1.- Dades bàsiques i resums

2.- Memòria del treball (informe científic)
Tots els camps són obligatoris

1.- Dades bàsiques i resums

	Nom de la convocatòria

 FORMDROPDOWN 

Llegenda per a les convocatòries:

BCC
Convocatòria de beques per a joves membres de comunitats catalanes a l'exterior 
BE

Beques per a estades per a la recerca fora de Catalunya 
BP
Convocatòria d'ajuts postdoctorals dins del programa Beatriu de Pinós
CTP-AIRE
Ajuts per accions de cooperació en el marc de la comunitat de treball dels Pirineus.

Ajuts de mobilitat de personal investigador.
DEBEQ (Modalitat A3)
Beques de Cooperació Internacional i Desenvolupament

FI

Beques predoctorals per a la formació de personal investigador 

INEFC

Beques predoctorals i de col·laboració, dins de l'àmbit de l'educació física i l'esport i les ciències aplicades a l'esport

NANOS
Beques de recerca per a la formació en el camp de les nanotecnologies  
PIV
Beques de recerca per a professors i investigadors visitants a Catalunya


	Títol del projecte: ha de sintetitzar la temàtica científica del vostre document. 

Aplicacions contínues entre espais classificadors de grups p-locals finits.


	Dades de l'investigador o beneficiari

	Nom

Natàlia
	Cognoms

Castellana Vila

	Correu electrònic

natalia@mat.uab.cat

	Dades del centre d’origen 

	Departament de Matemàtiques, Universitat Autònoma de Barcelona, 08193 Bellaterra


	Número d’expedient 

2006BE-2 10007

	Paraules clau: cal que esmenteu cinc conceptes que defineixin el contingut de la vostra memòria.

Teoria d'homotopia, espais classificadors, aplicacions contínues, grups p-locals finits, teoria d'obstrucció.

	Data de presentació de la justificació 

29-07-2008

	


	
Resum del projecte: cal adjuntar dos resums del document, l'un en anglès i l'altre en la llengua del document, on s'esmenti la durada de l'acció

	Resum en la llengua del projecte (màxim 300 paraules)

Un dels objectius de la topologia algebraica és la de classificar espais topològics i aplicacions continues mitjançant estructures algebraiques associades a ells. És a dir, mitjançant diferents maneres d'associar un objecte algebraic a un espai, es pretén reflectir el màxim de la seva estructura topològica. D'altra banda, donat un grup G, se li pot associar un espai topològic BG anomenat l'espai classificador del grup que és l'espai que classifica els G-fibrats vectorials. 

El programa d'estudiar el tipus d'homotopia d'espais i aplicacions contínues ha donat molts fruits quan els espais que s'estudien són espais classificadors (en particular, grups finits i grups de Lie). En particular, a causa del fet que moltes propietats algebraiques del grup queden reflectides en l'espai classificador, aquest tipus d'espais juguen un paper molt important en la interelació entre l'àlgebra i la topologia. Per exemple, els treballs de Dwyer, Zabrodsky i Mislin identifiquen les aplicacions contínues entre espais classificadors d'un p-grup i un grup qualsevol amb els morfismes entre grups llevat conjugació.

La tècnica més utilitzada en l'estudi del tipus d'homotopia d'espais classificadors (i aplicacions contínues entre ells) és la d'estudiar els diferents fenòmen i propietats des d'un punt de vista p-local a cada primer p i després utilitzar tècniques de límits per recuperar la informació entera. La p-completació de Bousfield-Kan d'un espai topològic permet aïllar la informació correspon a un primer p reflectida en la seva homologia amb coeficients al cos de p elements i eliminar la informació corresponent als demés primers. Una de les línies de recerca més actives actualment és la que estudia la forta relació que hi ha entre la p-completació d'un espai classificador, BG^p, i la estructura p-local de p-subgrups de G i relacions de conjugació entre ells. Més concretament, analitzar quina informació caracteritza el tipus d'homotopia de BG^p, i de quina manera l'estructura de p-subgroups de G hi està relacionada.

Aquest projecte va rebre un gran impuls arran del treball de Carlos Broto, Ran Levi i Bob Oliver iniciat el 1998. Associen una categoria a l'estructura de p-subgroups de G anomenada sistema cèntric d'enllaç L(G). Un pas intermig en aquesta construcció és el de considerar el sistema de fusió saturat F associat un grup G que és una categoria definida inicialment per Lluís Puig. Broto, Levi i Oliver introdueixen la noció abstracta de grup p-local finit que recull totes les propietats de BG completat a un primer p. 

Durant la meva estada a la Universitat d'Aberdeen i en col.laboració amb el professor Assaf Libman vam completar un treball en el que es descriu una nova manera d'abordar les obstruccions per a la construcció d'aplicacions contínues. Com a resultat s'obté l'existència d'aplicacions de grups p-local compactes a grups simètrics i grups de matrius sobre un cos finit. Aquest treball està ja acceptat a Advances in Mathematics.    


	Resum en anglès (màxim 300 paraules)

One of the goals of algebraic topology is to classify topological spaces and continous maps by means of  associated algebraic structures. That is, with differents ways of associating an algebraic object to a topological space one wants to reflect as much as possible of its topological structure. On the other hand, given a group G, there is an associated topological space BG called the classifying space of the group which is the space which classifies principal G-vector bundles.

The program for studying the homotopy type of topological spaces and continuous maps has been very successful when the spaces involved are classifying spaces of finite groups or Lie groups. In particular, since most of the algebraic properties of the group are reflected in the classifying space, these spaces play a very important role in the interplay between algebra an topology. For example, the work of Dwyer, Zabrodsky and Mislin identifies maps from the classifying space of a finite p-group to another classifying space with group morphisms up to conjugacy.

The technique which is used to study the homotopy type of classifying spaces and maps is to study the phenomena and properties from a p-local point of view for each prime p and then use limit tecniques to recover integral information. The Bousfield and Kan p-completion allows to isolate the information at a prime p reflected in the mod p cohomology of the space from the information at other primes. 



	Resum en anglès (màxim 300 paraules) – continuació -.

One of the most active research lines is the one which studies the strong relation between the p-completion of BG and the p-local structure of p-subgroups and conjugacy inside the group G. More preciely, the information which characterizes the homotopy type of BG and how it is related to the p-subgroups and conjugacy relations.

The work of Carles Broto, Ran Levi and Bob Oliver in 1998 had a great impact on this project. They associate a category to the p-local structure of a finite group G called the centric linking system. An intermediate step in their construction is to consider the fusion category initially described by Lluis Puig.  From there they consider the abstact notion of a p-local finite group which encodes all the p-lccal properties of BG at a prime p.

During my research stay at the University of Aberdeen I collaborate with Assaf Libman to complete a researxh project in which we describe a new approach to the obstruction theory for constructing maps between classifying spaces. As a consequence we show the existence of relevant maps from classifying spaces of p-local finite groups to classifying sapces of symmetric groups and matrix groups over finite fields. This work has been accepted for publication in Advances in Mathematics.
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2.- Memòria del treball (informe científic sense limitació de paraules). Pot incloure altres fitxers de qualsevol mena, no més grans de 10 MB cadascun d’ells.
Introducció.

Un dels objectius de la topologia algebraica és la de classificar espais topològics i aplicacions continues mitjançant estructures algebraiques associades a ells. És a dir, mitjançant diferents maneres d'associar un objecte algebraic a un espai, es pretén reflectir el màxim de la seva estructura topològica. D'altra banda, donat un grup G, se li pot associar un espai topològic BG anomenat l'espai classificador del grup que és l'espai que classifica els G-fibrats vectorials. 

El programa d'estudiar el tipus d'homotopia d'espais i aplicacions contínues ha donat molts fruits quan els espais que s'estudien són espais classificadors (en particular, grups finits i grups de Lie). En particular, a causa del fet que moltes propietats algebraiques del grup queden reflectides en l'espai classificador, aquest tipus d'espais juguen un paper molt important en la interelació entre l'àlgebra i la topologia. Per exemple, els treballs de Dwyer, Zabrodsky i Mislin identifiquen les aplicacions contínues entre espais classificadors d'un p-grup i un grup qualsevol amb els morfismes entre grups llevat conjugació. En canvi, es té poca informació sobre aplicacions contínues entre p-completats d’espais classificadors quan aquests no són p-grups.

L’objectiu d’aquest projecte és el de descriure les aplicacions contínues entre p-completats d’espais classificadors a partir d’informació algebraica referent a l’estructura de p-subgrups de cadascun d’ells.

Teoria.
Un resultat clàssic de Eielneberg-MacLane diu que la cohomologia mòdul p d’un grup finit només depèn dels p-subgrups no trivials de G i els morfismes entre ells induits per conjugació per elements de G. Aquesta informació es recull en una categoria coneguda com el sistema de fusió F(S,G) on S es un p-subgrup de Sylow de G. Els objectes són els p-subgrups de S, i els morfismes són els mofismes de grup induits per conjugació en G. El fet que la informació cohomològica mòdul p es trobi recollida en aquest sistema de subgrups es trobi codificada en aquesta categoria s’expressa homotòpicament mitjançant les descomposicions cohomològiques. L’espai classificador de G completat a un primer p es pot descriure com un colímit homotòpic d’espais classificadors de p-subgrups. Aquesta és una eina fonamental en l’estudi d’aplicacions contínues ja que permet reduir l’estudi al cas de p-subgrups que ja coneixem i a l’anàlisis d’una teoria d’obstrucció que permet descriure quan la informació descrita en els subgrups es pot enganxar per obtenir informació de l’espai classificador p-completat.

El concepte de sistema de fusió va ser considerat en abstracte per Lluís Puig en el context de representacions modulars de grups finits. Un sistema de fusió en un p-grup S és una categoria en que els objectes són els subgrups d’S, i els morfismes són morfismes de grups que compleixen unes certes condicions tècniques. 

Utilizant aquesta categoria, Carles Broto, Ran Levi i Bob Oliver van donar un model combinatorial en forma d’una categoria anomenada el sistema cèntric d’enllaç L. És una categoria associada a un sistema de fusió on els objectes venen donats per una certa familia de subgrups de S, i que admet un functor de L en F que és exhaustiu en morfismes dsatisfent unes certes propietats. En el cas d’un grup G, hi ha un únic sistema cèntric d’enllaç associat al sistema de fusió d’un grup. Aquest té la propietat de que la realització geomètrica de la categoria és un espai topològic amb la mateixa p-completació que BG.

Un grup p-local finit és una tripleta (S,F,L) on S és un p-grup, F és un sistema de fusió en el p-grup S i L és un sistema cèntric d’enllaç associat a F. El seu espai classificador és la p-completació de la realització geomètrica de L. En el treball de Carles Broto, Ran Levi i Bob Oliver ja es descriuen exemples de grups p-locals finits que no estan associats a un grup finit. Per tant, descriuen una classe més general d’espais, i descriuen el contexte ideal per estudiar els fenòmens p-locals dels grups finits.

Mètode.

L’objectiu d’aquest projecte és entendre els morfismes entre grups p-locals finits (S,F,L) i (S’,F’,L’) des del punt de vista d’aplicacions contínues entre espais classficadors i la informació algebraica que les determina.

El mètode utilitzat és de les descomposicions homològiques. Ja en el treball de Carles Broto, Ran  Levi i Bob Oliver, desciuren l’espai classificador d’un grup p-local finit com un colímit homotòpic d’espais classificadors de p-subgrups finits d’S indexat en la categoria d’òrbites associada al sistema de fusió on els morfismes, en lloc en ser morfismes de grups només són representacions de grups. 

Un morfisme de grups f de S en S’ diem que respecta fusió si per cada morfisme h a F n’existeix un a F’, h’,  compatible en el sentit obvi, és a dir, fh=h’f. La informació algebraica mínima necessària per a la construcció d’una aplicació continua és l’existència d’un morfisme que preservi fusió.  Per poder estendre aquest morfisme als espais classificadors cal analitzar la teoria clàssica d’obstrucció de Wojtkowiak. Un anàlisi d’aquestes classes de cohomologia prova que són classes de p-torsió I que s’anulen al multiplicar per un cert enter. Demostrem que aquesta propietat es tradueix geomètricament en el fet que l’aplicació s’estèn si es considera un producte corona prou gran com a espai d’arribada. 

L’ús d’aquest mètode obliga a considerar productes corona d’espais classificadors de grups p-locals finits I per això cal demostrar que aquests nous espais tornen a ser espais classificadors de grus p-locals finits.

Resultats.

1-El primer resultat fa referència al producte corona de grups p-locals finits.  De fet desenvolupen un resultat en un contexte més general de fibracions. La pregunta general seria si la classe d’espais topològics formada per espais classificadors de grups p-locals finits està tancada per fibracions: és a dir, si la fibra i la base ho són, és cert que l’espai total també? En el nostre treball ens concentrem en el cas d’accions: donat un grup H actuant sobre un grup p-local finit, construim el grup p-local finit que correspon al producte semidirecte. En el cas de productes corona el principal resultat és el següent.

Teorema 1[CL]: Donat un grup p-local finit (S,F,L) i un subgrup K del grup simètric en n símbols, existeix un grup p-local finit (S’,F’,L’) tal que el seu espai classificador és el producte corona del de L per K, llevat p-completació.

2-El segon i resultat principal de l’article fa referència a la construcció d’aplicacions contínues entre espais classificadors de grups p-locals finits.

Teorema 2[CL]: Donats dos grups p-locals finits (S,F,L) i (S’,F’,L’) i un morfisme f de S a S’ que preserva fusió, existeix un enter positiu N que és una potèncai de p i una aplicació continua de l’espai classificador de L a l’espai classificador del producte corona de L’ amb el grup simètric en N simbols que esten la corresponen aplicació f entre els subgrups de Sylow. A més, és única si prenem N prou gran.

Una de les consequències immediates d’aquest resultat és l’existència de representacions regulars de grups p-locals finits. 

Teorema 3[CL]: Donat un grup p-local finit (S,F,L) existeix un monomorfisme de L en un grup simètric en n simbols per a un cert n prou gran tal que la restricció al subgrup S és un múltiple de la representació regular d’S.

3- L’existència de la representació regular d’un grup p-local finit permet introduir el concepte d’índex p-local d’S en L en l’anell de Grothendieck de les representacions regulars . En tots els casos coneguts, de grups finits G I de grups p-locals exòtics comprovem que aquesy índex és 1 i en base a això formulem la conjectura de que sempre és 1.

Conclusions.
L’estudi dels grups p-locals finits va començar fa uns anys com un intent d’entendre la relació entre la p-fusió d’un grup finit  i el tipus d’homotopia del p-completat del seu espai classificador. En el cas d’un grup finit G, dóna un model combinatorial per entendre el tipus d’homotopia del p-completat BG.

Donats dos grups p-locals finits (S,F,L) i (S’,F’,L’), és conegut que una aplicació contínua entre els seus espais classificadors  dóna lloc a un morfisme de grups de S a S’ que preserva fusió, de fet, indueix un functor de F a F’. La pregunta important és saber si donat un morfisme que preserva fusió, existeix una aplicació contínua entre els espais classificadors de L I L’ compatible.

Aquest projecte és el primer intent de contestar aquesta pregunta i dóna una resposta positiva en un contexte d’estabilitazació. La resposta és doncs sí si modifiquem el grup p-local finit d’arribada prenent un producte corona prou gran. D’aquesta manera establim una nova teoria d’obstrucció per abordar el problema.

Finalment la construcció de representacions regulars de grups p-locals finits permet introduir la noció p-local d’índex d’S en L . Comprovem que en tots els casos coneguts és 1 però la demostració es fa per una comprovació de casos. Com que els grups p-locals finits no estan classificats, deixem oberta la questió de si aquest índex sempre és 1.

Aquest treball ha estat acceptat per publicació a la revista Advances in Mathematics.
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